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On sait [8] et [lo] que les sous-groupes dun groupe libre sont libres. Par 
contre cette propriete ne &tend pas aux demi-groupes inverses libres; cela a 
ete approfondi par Reilly dans [9]. 
Pour certains demi-groupes inverses (dont les libres), Jones a etabli dans 
[ 61 l’equipotence d s systemes generateurs minimaux d’un sous-demi-groupe 
inverse don&: c’est ce qu’il a appele la “basis property”; un resultat 
analogue pour des sous-objets emboites constitue la “strong basis property”. 
11 a resolu d’autre part sous certaines conditions le problime de l’existence. 
Entin dans [7] il a precise ses rbultats anterieurs. 
Ainsi la question de la “basis property” et celle de l’existence de systemes 
generateurs minimaux se posaient pour les demi-groupes unaires de type SL2 
[3], variete ngendree par les demi-groupes inverses avec l’operation u aire 
y(x) = xx- ‘. Cet article apporte des reponses dans certaines conditions qui 
sont toutes remplies par les objets de type SL2 libres [ 11. 
En fait on a rencontre une situation plus forte que celle de la “basis 
property” ce qui a entraine la mise en place d’une theorie d’association 
valable dans le contexte de l’algebre g nerale. 
1. LES PROPRIBTI% DE A-SURJECTIVITB 
On appelle ici simplement algzbre un ensemble avec des operations n-aires 
(n variable) index&es ur un sensemble (Q-algebre au sens de [5]). 
Pour l’algebre B, un sous-objet est une partie stable par toutes les 
operations. Le sous-objet engendre par la partie 9 est note [Y]. Soit S un 
sous-objet et 9 une partie de B : Y est un systhe ghhteur de S si 
[,i”] = S; c’est un systdme minimal s’il est generateur et minimal pour l’in- 
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elusion parmi ceux qui engendrent [Y]. Tout sow-objet de type fini possede 
un systeme minimal; par contre pour un sous-objet quelconque l’existence 
d’un sysdme minimal n’est pas assurte. Cependant il y a toujours un plus 
petit cardinal parmi les cardinaux des systemes genlrateurs de S: c’est le 
rang de S. 
Une propriete tres forte pour un sysdme generateur est d’etre une base au 
sens classique (exemple des espaces vectoriels). 
Dans l’etude des demi-groupes inverses (a structure proche des libres) 
Jones a introduit la notion de “basis property” que l’on peut appliquer a 
toute algebre: pour tout sous-objet deux systemes minimaux sont Cquipotents. 
La proprietl analogue pour des couples de sous-objets emboites est la 
“strong basis property”. 
Nous allons presenter maintenant le concept d’association et la propri4tte’ 
de A-surjectivite’ relative aux conditions d’association. 
Dans la suite B est une algebre, Y une partie de B, s un element de 9 et 
9’ = 9’\s; on suppose toujours ce s non Y-redondant en ce sens que 
[Y’] # [Y]. Ceci &ant, on est amene a considerer les elements t de B qui 
verifient A 1: 
Al: [Y’ut] = [.Y] 
Ensuite, selon les ciconstances, on en silectionnera une partie en imposant 
des conditions plus ou moins restrictives (Zes conditions d’association). Ceci 
determine l’ensemble des Y-associes de s. Naturellement on voudra que s 
soit Y-associe de s; de plus on voudra toujours la propriete FONC suivante: 
FONC. Si t est 9-associl de s, alors il n’est Y-associe d’aucun autre 
element de 9’. 
Soit S un sous-objet quelconque de B, Y et d des sysdmes generateurs 
de S: par la propriete FONC il existe une fonction A(d, 9) (application 
partielle de g vers 9, appelee la fonction dassociation) qui envoie t de d 
sur le s eventuel de 9 auquel t est 9’-associe. On dit que A(d, 9’) est 
surjective lorsque tout Clement de 9 non .5@-redondant est atteint. 
Par definition, B possede la proprikte’ de A-surjectivitt! lorsque toutes les 
fonctions A(d, 9) sont surjectives. 
EXEMPLE 1.1. L’association est triviale lorsque les conditions 
d’association se ram&rent a t = s. Si B est une bande zero a gauche, 
l’association est toujours triviale t on a la propriett de A-surjectivite. 
EXEMPLE 1.2. L’association est t%?mentaire si les conditions 
d’association se ram&rent i [t] = [s]. Si B est un espace vectoriel, 
l’association est toujours Clementaire et en dimension strictement supkieure 
a 1 on n’a jamais la propriete de A-surjectivitt. 
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EXEMPLE 1.3. B est un ensemble unaire si c’est une algkbre pour la seule 
opkration yqui est une application dei? dans B. Dans ce cas l’association est
toujours ClCmentaire et on a la propriltk de A-surjectivitk. 
Comme 27 est minimal ssi (si et seulement si) tout tlbment de 9 est non 
,Y-redondant, on voit que: 
TH~OR~ME 1.4. Soit B une alg2bre avecc une propri&te’ de A-surjectivittf, 
S un sow-objet, Y un syst2me minimal et d un systzme gkne’rateur pour S: 
(i) Card(g) 2 Card(Y); 
(ii) Si i?? est minimal, Card(g) = Card(Y); 
(iii) Card(Y) est le rang de S. 
On voit que le (ii) entraine la “basis property”; en fait on a: 
PROPOSITION 1.5. Pour une algGbre, une proprie’te’ de A-surjectivite’ 
implique la “strong basis property” done aussi la “basis property”. 
Preuve. On considbre des sous-objets distincts S et T avec T contenu 
dans S. Une partie F de B est un T-systkme pour S si Tn 9 = 0 et TV 28 
engendre S. Soient 9 et Q des T-systkmes pour S, 9 = TV 9’ et 
K = TV F: lorsque 9 est un T-systime minimal, on a canoniquement une 
fonction surjective d Q vers 9 induite par A(d, 9’). 
On s’intlresse maintenant au cas oti la propriktt: DIAG suivante est 
vC?rifi~e: 
DIAG: Pour S sous-objet de l’algkbre B,9 et g des systkmes minimaux 
pour S, t et t’ dans g, s dans 9, avec s # t et t # t’, le diagramme suivant 
est impossible: 
.4(F>,P) t’ I A( ?“,a) :S: rt 
Ainsi les associations triviale ou kltmentaire donnent la proprittk DIAG. 
THI~OR~ME 1.6. Soit B une algt?bre avec une propri& de A-surjectivite’ 
sous Diag, S un sous-objet et 9, K, des syst2mes minimaux pour S. 
A(EF, 9’) et A(Y, K): 
(i) sent des applications; 
(ii) sont bijectives; 
(iii) sont rkciproques. 
Preuve. (i) Soit t dans 6: il existe un diagramme de DIAG pour lequel 
ou bien t = t’ ou bien t = s done t est ciP-associi! de s. 
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(ii) Supposons que s, et s2 distincts de Sp ont m&me image t dans K par 
A (9, g): ceci donne lieu aux diagrammes (t’, , si, t) et (t;, s2, t) de DIAG; 
on a par exemple si # t ce qui impose t: = t done t # t; d’oti t= s,; alors 
sz = t; est Y-associe de s,, ce qui est absurde. 
(iii) En resulte sans quoi on a un diagramme de DIAG avec t # P done 
s = t et A(d, 9) n’est pas injective. 
Soit s, t , ,..., t,, des elements de B: pour exprimer que s s’obtient a partir 
de la famille (tj) dans les operations de B, on tcrira s = Op((ti)) ou 
s = Op(t, )...) t,); d’autre part les egalites = Ec((tj)) ou s = Ec(tr,..., t,J 
signifieront qu’il existe une ecriture de s utilisant les operations de B, la 
famille (tj) et Cventuellement d’autres elements de B. La question de la A- 
surjectivite mpose la: 
SITUATION 1.7. Soit S un sous-objet de B, 9 et d des systemes 
generateurs de S, s un element de 9 non Y-redondant et 9’ = Y\s. 11 
existe une famille (tj) d’elements de 8 avec s = Op(t,)); ensuite il existe une 
sous-famille non vide (tJ d’elements hors de [Y’] donnant s = Op((tk), (si)) 
avec les si dans 9’; enfin chaque t, peut s’ecrire Op(s, (s,)) avec les s,, dans 
F’. En particulier s = Ec((tk)) et pour chaque t, on a une ecriture EC(S). 
2. LA PROPRlkTti DES PLUS PETITS SYSTkMES 
On dit ici que l’algebre B posdde la proprikte’ des plus petits systknes 
lorsque tout sous-objet a un plus petit systeme genlrateur. 
THBOR~ME 2.1. L’alggbre B a la proprie’te’ des plus petits systPmes ssi 
rassociation triviale possdde la propri&e’ de A-surjectivitt!. Alors toute 
association sur B est triviale. 
Preuve. Partons de la situation 1.7: on peut sans inconvenient supposer 
que 9’ est le plus petit systeme pour [Y], done 9 est le plus petit systeme 
pour S, par suite % contient s. Rkciproquement si Sp est minimal pour S et 
d engendre S, tout element de 9 est dans 8. Enlin par Al, toute 
association est necessairement triviale. 
COROLLAIRE 2.2. La propri& des plus petits systimes implique la 
“strong basis property”. 
COROLLAIRE 2.3. Une condition s&i?sante pour que B possdde la 
proprikte’ des plus petits syskmes: s = EC(t) et t = EC(S) impliquent s = t. 
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Voici quelques cas particuliers 
D’apres l’exemple 1.3, tout ensemble unaire B possede la propriete de A- 
surjectivite (pour l’association elementaire) done aussi la “strong basis 
property”. Nous disons que y a une boucle en s s’il existe n > 1 avec y(s) # s 
et y”(s) = s. Alors: 
PROPOSITION 2.4. Pour un ensemble unaire B, sont kquivalents: 
(i) y n’a pas de boucle; 
(ii) B ve’rifie lacondition du corollaire 2.3; 
(iii) B possPde la proprie’te’ des plus petits systsmes. 
Parmi les ensembles unaires concern& par cette proposition on a d’abord 
le cas y idempotent. On a aussi le cas des objets libres que nous presentons 
succinctement: soit X un ensemble non vide; l’ensemble produit XX N avec 
l’operation u aire y: (x, n) -+ (x, n + l), est l’ensemble unaire libre pour X. 
Autres types d’algPbres 
PROPOSITION 2.5. Soit B un demi-groupe dans lequel s = utv et t = u’sv’ 
impliquent s = t. B a la propri& des plus petits ystt?mes. 
En particulier, sont concern& par cette proposition: 
(i) Les demi-groupes libres; 
(ii) Les bandes regulieres a gauche libres; 
(iii) Les monoides commutatifs imphfiables saris autre inversible que 
le neutre; 
(iv) Les demi-treillis. 
3. LES ALGkBRES UNAIRES 
On appelle algPbre unaire une algebre B avec une operation unaire y 
distinguee. Notons que toute algebre rentre dans ce contexte n choisissant 
l’application dentique. 
Pour une algebre unaire B, on reprend la presentation de Al (chapitre 1) 
et on la complete par: 
A2’ y(t) = y(s) 
A2” b(t)1 = b(s)1 
A3 Si t # s, alors t E [9” U y(s)]. 
On appelle association prime [resp. seconde] celle (voir le lemme suivant) 
qui est soumise aux conditions Al, AZ’, A3 iresp. A 1, A2”, A3]. 
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LEMME 3.1. Les associations prime ou seconde ve’rzj?ent la proprie’te 
FONC du chapitre 1. 
Preuve. Si t est i la fois P-associe a s et s’ E 9’ (notations habituelles) 
alors y(s) E [P’] p uis t E [Y’] done [P”] = [Y], ce qui est faux. 
D’ou les proprietes eventuelles de A-surjectivite (prime ou seconde). Dans 
ce cas, on a le thtoreme 1.4. 
La redaction initiale comportait seulement l’association prime en vue des 
applications aux demi-groupes unaires de type SL2 [3] (voir le lemme 3.7 
dans ce chapitre et les commentaires qui le suivent). G. B. Preston a propose’ 
l’axiome A2” qui est nature1 dans le contexte des sous-objets et il a montre 
que son introduction ne modifiait pas profondement la thtorie tout en 
permettant la prise en compte non triviale des demi-groupes inverses (le cas 
de Jones). 
LEMME 3.2. Les associations prime ou seconde donnent la propriete 
DIAG du chapitre 1. 
D’ou le theortme 1.6. 
PROPOSITION 3.3. Dans les conditions du theoreme 1.6, avec la proprie’te’ 
. de A-surjectivite prime, pour tout systeme minimal 9 de S jlxe, y(Y) est un 
invariant. 
Ce resultat est a rapprocher du corollaire 3.21 de [6] &once pour un . 
sous-demi-groupe inverse antichainal du libre, l’accent etant mrs dans ce cas 
sur les idempotents. 
PROPOSITION 3.4. Avec les notations habituelles pour Palgebre unaire B: 
seconil Lmw V U y(s)1 # [yl, s est son unique Y-associe’ prime ou 
; 
(ii) Lorsque s n’est pas son unique Y-associe’ prime, les i4a-associes 
primes de s sont les elements de la y-classe de s contenus dans 
19”’ u y(s)] = [Y 1; 
(iii) Lorsque s n’est pas son unique 9’-associe seconde, les Y-associes 
secondes de s sont les t de [9” U y(s)] qui verrifient A2”. 
En particulier (i) a lieu chaque fois que y(s) E [P”]. 
Dans le (ii), y(s) est P’-associe prime de s ssi yv(s) = y(s). 
Dans le (iii), y(s) est Y-associe seconde de s ssi [n(s)] = [y(s)]. 
PROPOSITION 3.5. Lorsque y(s) est 9-associe (prime ou seconde) de s, 
les 9-associes de s sont les {Y’ U y(s)}-associb de y(s). 
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LEMME 3.6. (i) Lorsque y est une application ivjective, Passociation 
prime est rassociation triviale (exemple 1.1); 
(ii) Lorsque y est involutive, l’association seconde est l’association 
&?mentaire (exemple 1.2). 
LEMME 3.7. Pour une alg2bre unaire dans laquelle [y(s)] = {y(s)}, les 
associations prime et seconde coincident. 
Dans ce cas, on parlera simplement de l’association. Ceci a lieu en 
particulier dans les demi-groupes unaires ou y est idempotente et y(s) est 
idempotent (le cas habitue1 des demi-groupes unaires ci orientation idem- 
potente [ 31). 
4. LES DEMI-GROUPES INVERSES 
Un demi-groupe inverse est un demi-groupe unaire verifiant: y est 
involutive, xy(x)x = x et les idempotents commutent. y(x) est encore not; 
-1 x . 
D’apres le lemme 3.6(ii), l’association seconde est l’association elemen- 
taire: c’est elle que nous considerons. 
11 existe des demi-groupes inverses avec la propriete de A-surjectivite: par 
exemple les demi-treillis (fin du chapitre 2). Mais dans l’optique de Jones les 
objets libres ont la place preponderante; d’ou la question: les demi-groupes 
inverses libres ont-ils la propritfte’ de A-surjectivite’? 
11 est bien connu que l’objet libre I(X) pour l’ensemble X peut etre 
represente par un produit demi-direct comme un ensemble de couples (A, g) 
ou g est dans le groupe G libre pour X et A dans le demi-treillis libre pour 
l’ensemble G. On trouvera tous les details dans [2]; voir aussi le chapitre 6 
actuel. 
Ceci etant, voici un contre-exemple en reponse a la question poke. On 
part de X a deux elements x, y, et on considere, dans I(X), u = ({ 1, x}, x) et 
v=({l,y,yx],y); ensuite on pose ~=(u,v} et K={u,vu}: on a 
[<u’] = [W] car v = vuu-‘; on a bien [u] = [u] mais on n’a pas [v] = [vu]. 
5. LES DEMI-GROUPES UNAJRES DE TYPE SL2 
Dans toute la suite D est un demi-groupe unaire de type SL2 [3]. Pour 
simplifier, on dira simplement y-demi-groupe comme dans [ 11. 
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PRESENTATION 5.1. D est caractkrisl par les trois axiomes suivants: 
1r y(x)x = x 
a-- XY(Y) = Y(W)X 
3r Y(Y(X>Y> = Y(Y) Y(X)* 
PRESENTATION 5.2. y(D) est un sous-demi-groupe commutatif idem- 
potent de D (done un demi-treillis). Pour s E D, y(s) est le plus petit des 
kllments a de y(D) vlrifiant as = s. Enh on a 21: 
Par la prksentation 5.1, cette classe d’objets constitue une variltk et 
d’aprh [3], cette variktl: est engendrke par la classe des demi-groupes 
inverses: d’oti l’intCr2t particulier des problkmes de la “basis property” et de 
la A-surjectivitk 
Par la prksentation 5.2, l’application y est idempotente t pour tout s, y(s) 
est idempotent; alors (lemme 3.7) les associations prime et seconde sur D 
coincident: c’est Passociation sur D. 
D’aprks les propositions 3.4 et 3.5: 
PROPOSITION 5.3. Avec les notations habituelles pour le y-demi-groupe 
D: 
(i) Lorsque [Y’ U y(s)] # [Y], s est son unique Y-associe; 
(ii) Lorsque s n’est pas son unique Y-associe, les Y-associes de s 
sont les (9” U y(s)}-associes de y(s). 
Par conskquent, dans le cas (ii), les Y-assock de s s’krivent 
Op(y(s), (so) avec les si dans 9’. Nous allons prkciser cela. 
Conventions 5.4. (i) Dans l’kriture s = t, .a* t,, on convient que 
certains des ti peuvent jouer formellement le r61e de neutre, c’est-A-dire &
absents. Pour indiquer que cette convention s’applique seulement 1 t, et t, 
par exemple, on prkcise: s = t, ... t, avec t, et t, dans D’; (ii) On convient 
que s’ signifie soit s (on dit: “pour E = I”) soit y(s) (“pour E = 0”); dans 
t: a.. t’, les E sont indkpendants. 
LEMME 5.5. (i) y(ry(s)t) = y(rs) y(rt). 
(ii) y(s) majore y((y(r)s)‘t) = e. 
Preuve. (i) y(ry(s)t) s’kcrit y(y(rs)rt) par 2T puis y(rs) y(rt) par 3r et la 
commutation des y-Ckments. (ii) Pour E = 1, e = y(y(r)st) d’oti 
e = y(y(r) y(s)st) par ir, par suite e = y(s)e; pour E = 0, e = y(y(y(r)s)t) = 
y(yW y(s)t) = y(r) Y(S) y(t). 
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PROPOSITION 5.6. Soit 9 une partie de D : [Y] est l’ensemble des 
g; . . . g’,, ozi chaque gi est produit &elements de 9. 
Preuve. [Y] contient tous ces elements. Rlciproquement l’ensemble de 
ces elements est stable par le produit; il est stable par y: en effet pour y(g)t 
l’image par y est y(g) y(t) et pour gy(h)t on applique le lemme 5.5(i). 
PROPOSITION 5.7. Tome egalite t = Op((sj)) se ram&e a la forme 
t = y(h,) a.. y(h,-,)h,, oli les hi sont des produits de Sj. 
Preuve. Soit 9 I’ensemble des sj: tE [Y] done s’ecrit gT . . . g’, 
(proposition 5.6). Ensuite on applique 2r. 
COROLLAIRE 5.8. Soit t = Op(sj)) et s un de ces sj. Cette egalite’ se 
ram&e a la forme t = (us)% ou: 
(i) si E = 1, u’ est un produit de sj tous distincts de s; 
(ii) si E = 0, u’ = v”v’ ou v” = y(v”) et v’ est un produit de sj tous 
distincts de s. 
Preuve. On considere la derniere position de s dans l’ecriture de la 
proposition 5.7: pour h,, on a le cas (i); pour un h,, k < p, on a l’egalite: 
y(rsr’) = y(rs) y(rsr’); d’oti le cas (ii). 
COROLLAIRE 5.9. t E [Y] ssi y(t) E [,i”] et t = y(t)s, ... S,, avec les Si 
dans 9’. 
Preuve. On a t = y(h,) ... y(h,-,) s, ... s,, et par 3T chaque y(h,) majore 
y(t), d’oli t = y(t)t = y(t)sl ** * s,. 
Ainsi cette etude permet de preciser dans le cas (ii) de la proposition 5.3: 
PROPOSITION 5.10. Lorsque s nest pas son unique 9-associe, les 9- 
associes de s sont les elements de la y-classe de s qui sont de la forme: 
Y(S>Sl ..’ s,, avec les si dans 9”. 
COROLLAIRE 5.11. Si y(s) n’est major& par aucun des y(s,) pour si 
parcourant Y’, alors s est son unique 9 associe’. 
Preuve. Si t, distinct de y(s), est de la forme y(s)s, . . . s, avec les si dans 
-1o’, alors par le lemme 5.5(ii), y(s,) majore y(t) = y(s). 
Pour un y-demi-groupe D, on pose les axiomes suivants: 
C 1 s = suu’ implique u et u’ dans (y(D))‘; 
C2 s = (ut)?’ et t = (us)% avec u, u’, v, v’, dans D’ impliquent u et v 
dans (y(D))‘. 
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THI?OR~ME 5.12. Dans un y-demi-groupe, Cl et C2 impliquent la 
propribte’ de A-surjectivite’ (chapitre 1). 
Preuve. On se place dans la situation 1.7 et on exprime les tj de [Y’] 
par des elements de Y’ d’ou s = Op((s,), (tk)) avec les si dans 9’ et les t, 
hors de [.Y’]; ainsi (proposition 5.7) s = y(h,) See y(h,-,)h,, oti les hj sont 
des prod&s en si ou t,. Soit t le dernier des t, dans cette ecriture: on a 
t = Y(tTl) *.. y( g,-,)g,, ou les gj sont des produits d’elements de 9, non 
tous dans Y’. Par le corollaire 5.8, on a aussi s = (ut)‘u’ et t = (us)?’ d’oti 
par C2 et le lemme 5.5: y(t) = y(s). Parce que y(t) = y(s) et u est dans 
(y(D))‘, cette expression de s se ram&e respectivement a s = tu’ si E = 1 et a 
s = y(s)u” si E = 0, avec a’ et u” produits d’elements tous dans 9’; de mime 
pour t on obtient respectivement t = sv’ et t = y(s)v”, avec v’ et v” produits 
d’elements tous dans 9’. L’element t veritie Al car s est obtenu a partir de 
9’ et de t (t lui-meme ou y(t) = y(s)); alors quand t = y(s)v”, il est .Y- 
associe de s. Lorsque t = sv’, ou bien s = y(s)u” auquel cas t = y(s)u”v’ est 
Y-associe de s, ou bien s = tu’ auquel cas s = sv’u’ d’ou par C 1 u’ = y(u’), 
par suite s = y(tu’)t = t. 
6. CAS D’UN PRODUIT DEMI-DIRECT 
Pour la clarte de l’expost, nous presentons succinctement des notions 
introduites dans [ 1, 21. 
E est un demi-treillis unifere de produit A et P un monoide; leurs neutres 
sont tous deux notes 1. Une action de P sur E est une application: 
(g, a) E P x E t-+ g . a E E. Ceci &ant, voici trois axiomes: 
Dl 1 . a = a (sous-entendu, pour tout a E E) 
D2 g.(aAb)=g.aAg.b 
D3 g.(h.a)=g. 1 A(gh).a 
Dans la suite Dl, 2 et 3 sont verifies: on dit que E est un P-demi-module. 
Le produit demi-direct de E par P, note E X . P, est l’ensemble E X P avec 
l’opkation binaire: 
(a, g)(b, h) = (a A g . b, gh) 
PROPRIBT~ 6.1. H = E x . P est un demi-groupe. Muni de la loi unaire 
y: (a, g)++ (a, l), c’est un y-demi-groupe. y(H) s’identzpe ti E. 
Ainsi la construction par produit demi-direct puis le passage eventuel a 
des sous-structures fournissent toute une classe de y-demi-groupes (etudits 
dans [ 1 I). Lorsque P est un groupe on obtient les monoYdes F-inverses et les 
demi-groupes inverses E-unitaires (voir [ 21). 
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Le cas suivant est fondamental: on se donne un ensemble X, on prend 
pour P le monoi’de libre J sur X et pour E le demi-treillis unifere F(J) libre 
pour I’ensemble J pointt sur 1 : F(J) est l’ensemble des parties finies A 
d’elements de J verifiant 1 E A, muni de la reunion. D’aprts [ 11, il existe sur 
F(J) une unique structure de J-demi-module pour laquelle g. 1 = 
(1, g} : g . A est l’ensemble des gg, et de 1, pour gi parcourant A. On note ici 
H(X) le y-demi-groupe F(J) x e J. 
Fin des rappels. 
On propose les axiomes suivants: 
D4 Dans P, gjy = g, implique j = j’ = 1. 
D5 Dans E, a < k . b et b < j . a, impliquent k = j = 1 dans P (done 
aussi a = b dans E). 
PROPOSITION 6.2. Pour le y-demi-groupe H = E x . P: 
(i) Cl est kquivalent d D4; 
(ii) C2 est tfqquivalent h D5. 
Preuve. (i) Si aij’ = g, on pose c1= g . 1 A (gj) . 1, s = (a, g), U = (1, j) 
et U’ = (1, j’); alors SUU’ = s d’ou par C I,j = j’ = 1. La reciproque est facile. 
(ii) Si a < k . b et b ,< j . a, on pose s = u = (a, k), t = v = (b, j), u’ = (1, k) 
et ~1’ = (1, j); alors s = y(ut)u’ et t = y(vs)v’ d’ou par C2, k = k = 1. La 
reciproque est facile. 
COROLLAIRE 6.3. Pour le y-demi-groupe H, D4 et 5 impliquent la 
propriM de A-surjectivite’. 
THI?OR&ME 6.4. Tout y-demi-groupe H(X) possPde la propri&td de A- 
surjectivitt?. 
Preuve. D4 est clair sur J. Pour D5, soit A et B dans F(J): A Q k . B 
signifie k . B contenu dans A done implique Card(k . B) < Card(A); d’autre 
part Card(A) < Card(j . A); enfin B < j . A impose Card(j . A) ,< Card(B) 
d’ou Card(k . B) ,< Card(B) et par consequent k= 1; de mtme j = 1. 
Dans [l] nous avons construit le y-demi-groupe L(X) libre pour l’en- 
semble X et montre que c’est un sous-objet du y-demi-groupe H(X). 
COROLLAIRE 6.5. Tout y-demi-groupe libre possPde la propri& de A- 
surjectivitP (done aussi la “strong basis property”). 
Ce corollaire st a rapprocher du corollaire 2.5 de Jones [6]. 
Soit s = (( 1, x2, x3 }, x2) et r = ({ 1, x, x2}, x2): pour 9 = {s, r}, s est non 
.Wredondant et y(s) est cYU-associe de s. Ainsi quel que soit X, L(X) n’a pas 
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la propriett des plus petis systemes. Toutefois on a le resultat remarquable 
suivant: 
PROPOSITION 6.6. L’ensemble des (x . 1, x) pour x parcourant X est le 
plus petit systthe engendrant L(X). 
Preuve. On sait [l] qu’il s’agit d’un systeme glnerateur de L(X). Ensuite 
on applique le corollaire 5.11 sachant que les x . 1 = ( 1, x) ne sont pas com- 
parables. 
7. EXISTENCE DE SYST~MES MINIMAUX 
On considke une algebre unaire B et on note C = y(B). Un bon ordre 
contraignant sur C est un bon ordre < sur C (toute pat-tie a un plus petit 
element) veritiant: 
s = EC(t) et y(s) < y(t) impliquent y(s) = y(t). 
On impose a B les deux axiomes suivants: 
El 11 existe un bon ordre contraignant < sur C. 
E2 Pour tout e E C, y-‘(e) est un ensemble fini. 
En reprenant dans ce contexte la methode de Jones [6], nous allons etablir 
pour tous sous-objets T, S, de B avec Tc S et T # S, l’existence d’un T- 
systeme minimal pour S (preuve de la proposition 1.5). 
Pour e E C, on note Z, l’ensemble fini y-‘(e) n (S - T) et S, le sous-objet 
engendrt par T et les Z, tels que d < e. On dtsigne par a le premier element 
e de C pour lequel Ze n’est pas vide et par 9, un T-systeme minimal pour S, 
(il en existe car TU Z, engendre S,). 
Soit c un Clement fixe de C, suptrieur a a et tel que pour tout e compris 
strictement entre a et c est defini -i”, verifiant: 
(i) Ye est un T-systeme minimal pour S,; 
(ii) d < e implique %Yd c -i”,. 
On note 9,” la reunion de ces Ye et SE la reunion des S,. 
LEMME 7.1. Sz est un sous-objet engendre’ par T et les xc, . 9: en est un 
T-systime minimal. 
Preuve. S:, reunion de sous-objets emboitls, est un sous-objet. D’autre 
part les sous-objets engendrls respectivement par T et les Z, ou par T et les 
Ye contiennent tous les S, done aussi Sz. Enfin si Yz n’est pas un T- 
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systeme minimal pour S,O, il existe un s de SF et des tj de TV SpF avec 
s = Op((tj)), done ceci a lieu pour un Y, ce qui est absurde. 
LEMME 1.2. II ekiste un T-systPme 9,, minimal pour S, et contenant 
9;. 
Preuve. S, est engendre par Sz U C, done il possede un T-systeme 9’ 
minimal parmi ceux qui conteinnent YE et sont contenus darts 9’: U Zc. Si 
9 n’est pas un T-systeme minimal pour S, il existe un s de Y’ et des tj de 
TV 9’ avec s = Op((tj)): d’apres la construction de Y’, s est hors de C, 
c’est-a-dire dam 5“: et comme 9’: est un T-s&me minimal, I’un des tj soit 
t est dans Z,; alors s = EC(t) et y(s) < y(t) d’oi par El, y(s) = y(t), par suite 
s E EC,, ce qui est absurde. 
Ainsi chaque .?Y, non vide determine un sous-objet S, avec un T-systeme 
minimal Yd; les S, et les Yd sont emboites. Soit 5“ la reunion des Yd: 
comme au lemme 7.1, on montre que 9 est un T-systeme minimal pour S 
(reunion des S,). D’ou le: 
THEOR~ME 7.3. Soit B une algdbre unaire vkifiant El et E2: pour tous 
sous-objets T,S, avec T c S, il existe un T-systt?me inimal pour S. 
A une algebre unaire B on associe U et B’ que voici: U (qui peut etre 
vide) est le sous-objet de B engendre par les operations zeroaires de B; B’ est 
l’algebre unaire obtenue sur B en oubliant les operations zeroaires. Alors: 
(i) S est un sous-objet de B ssi S est un sous-objet de B’ contenant U. 
(ii) Soit T, S, des sous-objets de B avec T c S : Y est un T-systeme 
minimal pour S dans B ssi c’est un T-systeme minimal pour S dans B’. Ainsi 
lorsque B’ virifie El, E2, alors B possede des T-systemes minimaux. 
(iii) Soit S un sous-objet de B sous El, E2: si X= U, tout element de 
S constitue un systbme minimal pour S; sinon, par le theortme 7.3, il existe 
un U-systeme minimal 9 pour S : 9’ est un systeme minimal pour S dans 
B. 
(iv) Soit B avec B’ verifiant El, E2 et S un sous-objet de B: par (i) 
c’est un sous-objet de B’ contenant U; par le thioreme 7.3 il existe un U- 
systeme minimal 9 pour S dans B’; par (ii) 9 est un U-systeme minimal 
pour S dans B; enfin .4a est un systeme minimal pour S dans B. 
8. EXISTENCE POUR LES ENSEMBLES UNAIRES LIBRES 
Soit X un ensemble et B(X) l’ensemble unaire libre pour X (chapitre 2): 
C = y(B(X)) est l’ensemble des (x, n) pour n # 0. On munit X d’un bon ordre 
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note XI y et N du bon ordre nature1 <; soit p la relation sur C dttinie par: 
(x, n) p(y, q) ssi (x # Y et xl v) ou (x = y et n < s). 
LEMME 8.1. /I est un bon ordre contraignant sur C. 
Preuue. /I est un bon ordre. D’autre part, s = (x, q + n) pour t = (x, q): 
ceci implique y(t) /Q(s). 
Ainsi B(X) veritie El; il verilie aussi E2 car pour e = (x, n) darts C, y-‘(e) 
a un seul element: (x, n - 1). Alors on peut appliquer a B(X) le theoreme 7.3 
d’existence de T-systemes minimaux. 
9. EXISTENCE POUR LES y-DEMI-GROUPES 
Soit E un P-demi-module et H = E X. P le y-demi-groupe de la 
propriete 6.1. On propose l’axiome: 
F 1 11 existe sur E un bon ordre p’ tel que a < k e b et ap’b impliquent 
a = b. 
LEMME 9.1. (i) H ve’rifie El ssi E uh-rifie F 1; (ii) H ve’rzjk E2 ssi P est 
Jni. 
Preuve. (i) C = y(H) est l’ensemble des (a, 1): il s’identilie a E, d’ou le 
transport nature1 de bons ordres respectifs; ensuite a <k . b donne 
(a, k) = (a, k)(b, l), par suite (a, k) = Ec((b, 1)); rlciproquement s = EC(t) 
avec s = (a, g) et t = (b, h), impose a Q k . b pour un certain k. (ii) ~-‘((a, 1) 
est l’ensemble des (a, g) pour g parcourant P. 
Sous Fl pour E et la linitude de P, on peut appliquer au y-demi-groupe H 
le theoreme 7.3 d’existence de T-systemes minimaux. 
Le produit demi-direct unlj%e de E par P, K = E X! P, est le sous-demi- 
groupe des (a, g) de H veriliant a < g . 1; c’est un mono’ide de neutre (1, 1); 
il est canoniquement muni de la restriction du y de H et y(K) = y(H) = C. 
LEMME 9.2. (i) K v&rz@e El ssi E vh-zj?e Fl; (ii) K vdrifie E2 ssi pour 
tout a E E, Pensemble des g de P pour lesquels g . 1 majore a est jini. 
Preuve. (i) Comme au lemme 9.1 en precisant que a < k . b implique 
a < k . 1 done (a, k) E K. (ii) y- ‘(a, 1) est l’ensemble des (a, g) pour 
lesquels g . 1 majore a. 
Dans les conditions de ce lemme 9.2, on peut appliquer au y-demi-groupe 
K le theoreme 7.3 d’existence de T-systemes minimaux. 
Considerons maintenant K comme algebre unaire pour le produit binaire 
I’application y et l’operation zkoaire detinie par le neutre (structure de y- 
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monoiiie): tow les sous-objets contiennent le neutre (1, 1); ainsi que nous 
l’avons expliqd i la fin du chapitre 7, lorsque le y-demi-groupe K vkrifie El, 
E2, alors le y-monoyde K posdde des T-systkmes minimaux. 
Soit X un ensemble: on lui associe le monoide libre J et H(X) = F(J) X. J, 
comme au chapitre 6 puis K(X) = F(J) X! J; K(X) est l’ensemble des (A, g) 
de H(X) avec g E A. 
THI?OR~ME 9.3. S, T, &ant des sous-objets de K(X) avec T c S, il existe 
un T-systhe minimal pour S. 
Preuve. On a la propriCtC (ii) du lemme 9.2 car les A, B etc... sont des 
parties finies. Etablissons Fl: on considkre sur F(J) la partition par 
cardinaux, on munit chaque classes d’un bon ordre appek p’ et on ajoute que 
Card(A) < Card(B) impose APB d’oti finalement une relation p’ de bon 
ordre sur F(J); k . B majore A ssi k . B est contenu dans A ce qui implique 
Card(B) < Card(A); lorsque Card(B) < Card(A), on a BFA; lorsque 
Card(B) = Card(A), ntkessairement k = 1 done B = A. 
Dans [ I] nous avons vu que le y-demi-groupe libre pour l’ensemble X est 
un sous-objet de K(X), d’oti le: 
COROLLAIRE 9.4. Soit L(X) le y-demi-groupe libre pour X et T, S, des 
sous-objets de L(X) avec T c S: il existe un T-systt?me minimal pour S. 
Ce corollaire est g rapprocher du corollaire 3.6 de Jones [6]. 
RBFBRENCES 
1. A. BATBEDAT, Gamma-demi-groupes, demi-modules, prod&s demi-directs, communica- 
tion aux Tagung iiber Halbgruppen theorie, Oberwolfach, 1978. 
2. A. BATBEDAT, Le produit demi-direct pour les demi-groupes inverses, Semigroup Forum 
17 (1979), 283-305. 
3. A. BATBEDAT, Les gamma-demigroupes, Preprint, Montpellier, 1980. 
4. A. H. CLIFFORD ET G. B. PRESTON, “Algebraic Theory of Semigroups.” Mathematics 
Survey 7, vol. I. Amer. Math. Sot., Providence, R.I., 1961; vol. II, 1967. 
5. P. M. COHN, “Universal Algebra,” Harper & Row, New York, 1965. 
6. P. R. JONES, A basis theorem for free inverse semigroups, J. Algebra 49 (1977), 172-190. 
7. P. R. JONES, Basis properties for inverse semigroups, J. Algebra 50 (1978), 135-152. 
8. J. NIELSEN, Om Regnig med ikke-kommutative Faktorer ag dens Anvendelse i Grup- 
peteorien, Mat. Tidsskrift B (1921), 77-94. 
9. N. R. REILLY, Free generators in free inverse semigroups, Bull. Austral. Math. Sot. 7 
(1972), 407424. 
10. SCHREIER, Die Untergruppen der freien Gruppen, Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg 5 
(1927), 161-183. 
481/70/1-Z 
